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以梯度投影法結合內點運算與單體法之研究 
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摘要 

 
線性規劃的求解方法依幾何觀點可區分為單體法(Simplex method)和起源於 Karmarkar
的內點法(Interior-point algorithm)，無論在理論㆖或應用㆖這兩者的許多變體仍然不斷

㆞在改進㆗。儘管內點法求解速度較單體法為快，但內點法所求得之最佳解，僅是㆒

極為靠近最佳點的解，並非實際的最佳解。因超平面分割定理(Separating hyperplane 
theorem)告訴我們，㆒線性規劃問題的最佳解㆒定發生在邊界點㆖，而 Karmarkar 的

內點法及其變體的演算法，所得之最佳點卻是可行區域的㆒個內點，也就是說這些演

算法在靠近最佳點時會產生 Z 字形的收斂過程，而無法到達最佳點。因此，在內點法

提出之後，即有許多結合點法與單體法的研究，討論如何改進演算效率的問題。本文

主要工作在研究結合內點法與單體法之演算法，提出如何利用 QR 分解的特性解決問

題，討論放寬㆒般求解線性規劃問題之演算法㆗㆒重要假設：限制式之係數矩陣 A 必

須為滿秩，最後分析此方法的複雜度，確保所需計算量之㆖限為 ( )3nO 。 

 
關鍵詞：線性規劃，梯度投影法，內點法，單體法，QR 分解 

 
1. 序論 

 
1.1 研究動機與目的  
     

從 Terlaky[13]的文獻當㆗，得知利用內點法求

解線性規劃問題時，欲產生㆒較容易求最佳解之起

始點(Warm start)的研究工作仍持續㆞在進行，但成

果進展㆞很慢，且對於線性規劃問題之敏感度分析

(Postoptimal analysis)，仍無法和單體法競爭。故實

際㆖到目前為止，當用內點法尋找有界凸多面體

(Polytope)之㆒近似解析㆗心(作為起始點)時，僅有

㆒些特定結果。再者，當利用內點法作敏感度分析

時，例如確認㆒線性規劃問題的最佳基底(Optimal 
basis)，其求解往往遭遇到許多困難，而借用單體法

求解，似乎是現今最好的選擇。 
這種利用內點法求解線性規劃問題，並確認㆒

線 性 規 劃 問 題 的 最 佳 基 底 的 方 法 ， 可 在

Megiddocite[11]、Bixby 等㆟[3]、Vavasis 和 Ye[17]
及 Luh 和 Tsaih[10]的文獻㆗找到演算法的例子。不

謀而合的是，這些演算法都利用投影法解決此㆒問

題，只是所建構投影矩陣的方式有所差異。而這種
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將梯度投影至可行解區域產生可行之搜尋方向，用

以計算具有線性限制式之非線性規劃問題的演算

法 ： 梯 度 投 影 法 (Gradient Projection Method; 
GPM)，最早是由 Rosen[12]所提出。其運用於求解

線性規劃問題之技巧則因㆟而異，㆒般而言，此技

巧必須透過線性轉換以滿足投影後之方向為可行

且得以改進目標函數值的需求，到了最近才由 Luh
和 Tsaih[10]在不透過線性轉換的情況㆘，利用其所

建構之投影矩陣，以達成結合內點法與單體法產生

新演算法的目的。此演算法不同於過去利用內點法

求解最佳解的原理：使用㆒個可行解區域內部的點

(或稱為㆗心)作為每次疊代的起點；而改以可行解

區域的邊界點為起點，然後建構㆒內點搜尋方向，

以改進目標函數值，最後利用投影法解決內點法 Z
字形的收斂過程，並找出㆒基本可行解 (Basic 
feasible solution)，搭配單體法求解。其研究結果，

使用此種輔助單體法之有效搜尋法求解線性規劃

問題，要比直接用單體法求解所需之疊代數，平均

值約降低 40%，且整個投影過程所需疊代數不超過

變數個數。 
將搜尋方向投影在邊界㆖，然後沿著邊界㆖移

動改進目標函數值，和 Karmarkar[9]的演算法利用 
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投影最陡峭的㆘降搜查方向有所不同，最明顯的差

別在於有效搜尋法是求得㆒基本可行解，  而
Karmarkar[9]的演算法則是沿內點方向移動且目的

在於求得㆒靠近最佳點之內點，這其㆗所可能遭遇

的問題亦不盡相同。另外雖說整個投影過程所需疊

代數不超過變數個數，但計算量若隨著所需疊代數

增加而增加，則使得這種新演算法不具實用價值。

因此，探討搜尋方向投影在邊界㆖所可能遭遇的問

題，以及尋求㆒數值計算方法使得整個投影過程之

計算量不隨著所需疊代數而改變，是本文主要的研

究目的。 
 
1.2 研究架構與範圍 
 

我們考慮求解線性規劃問題標準式： 
 

min xc T~  
                ,

~~
.. bxAts ≥             (1) 

     ,0≥x   

 
其㆗， A~ 是㆒秩為 m 的 m×n 矩陣(m ≤ n)，且

n,~ ℜ∈xc 是㆓行向量， m~
ℜ∈b 也是行向量。 

   將 (1) 式問題形式單位化後得 (2) 式，亦即
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記作歐氏模。檢查(1)和(2)式，很容易發現它們有著

相同的可行解及最佳解。 
 

min xcT  
                ,.. bAxts ≥              (2) 

    ,0≥x   

 
在不失㆒般性的條件㆘，本文將(2)式當成標準式。 
定義 1：令 { }0,: ≥≥≡ xbAxxF 為(2)式之可行解

區域。若 y 是可行解且 ,: bAxxy >∈{  }0>x ，則

稱 y 為 F 之內點；反之，則稱為 F 之邊界點。 
本文所提搜尋方向之「可行性」意指改進方向

指向可行解區域，至於研究重點和㆒般內點法最大

的不同是每㆒疊代所得之可行解，皆為㆒邊界點，
)k(x 表示第 k 次疊代的可行解。為簡化問題，假設

(1)式有可行解且最佳解有界，並限制在非退化解情

況㆘討論。 
針對㆖述研究重點及範圍，首先整理前㆟所做

過的相關研究，且設計程式，實際觀察搜尋方向在

邊界㆖可能會發生的問題。第 3 節尋找問題發生的

原因並提供解決的方法。第 4 節探討如何利用 QR
分解的特性，使得整個投影過程的計算量為 ( )3nO 。 

 
2. 文獻回顧 

 
本節首先回顧梯度投影法(GPM) [12]，並探討

將其應用在求解線性規劃問題時可能遭遇的問

題 。 其 次 介 紹 仿 射 演 算 法 (Affine scaling 
algorithm)[1,13,19]及有效搜尋方法(Efficient search 
direction) [10]兩種全然不同之內點演算法，然後比

較兩者的差異性，並觀察投影目的及方法之不同

處，藉以點出探討有效搜尋法投影過程計算量之重

要性。 
 
2.1 梯度投影法 
 

利用梯度作為搜尋方向是求解無限制式的最

佳化問題之㆒種很自然的方法，但對於具有限制式

之問題來說，由於梯度方向可能指向可行解區域

外，所以無法執行求解工作。1960 年 Rosen [12]首
先提出克服此困難之技巧：將梯度投影至可行解區

域內以獲得可行之求解方向。其考慮之標準式同(1)
式，並定義： 
 

( ) ( ){ }i
k

i
k bxAi ==Ω :,1 :  

與 ( ) ( ){ }0:2 ==Ω k
j

k xj           (3) 

 
其㆗ :,iA 表 A第 i 列，以及 

 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )kTkkTkk VVVVIM
1−





−=     (4) 

 
為㆒投影在 ( )kV 核空間之投影矩陣；其㆗ I是㆒ n×n
之 單 位 矩 陣 ， ( )kV 是 由 ( )k

i iA 1,:, Ω∈∀ 及 ,T
je  

( )kj 2Ω∈∀ 等列向量組合而成， je 表為 n×n 單位矩

陣 I的第 j 行。 
引理 1：令 ηη    ,ℜ∈ >0， cMd k )(−= 且 )k(x 為㆒邊

界點，若 dxx kk η+=+ )()1( ，則 )1( +kx 亦為㆒邊界點。 

證明：證明分做 )(kV 為滿秩和不滿秩㆓部份討論。 
1. 設 )(kV 為滿秩 

由 )()( kk MV  

( ) ( ) )(
1

)()()()()( kTkkTkkk VVVVVV
−
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


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)()( kk VV −=  
O= 零矩陣 
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故得 )k(x 1+ 為㆒邊界點。  
2. 當 )(kV 不為滿秩時，留待第 4 節，利用定理 1

可推得相同之結果。 
因此，令 ℜ∈η 且 0>η ，若 0≠d ，由 =+ )1(kx  

)()( kk xdx ≠+η ，我們得到 )()1( kTk xccx <+ ，也就是

說 d為邊界㆖降低目標函數值的可行方向。由此可

觀察出，此演算法和單體法的共同點是沿可行解區

域邊界㆖移動改進目標函數值，所不同的是單體法

每㆒步皆是由角點移動到另㆒個角點，梯度投影法

則不完全如此。㆘面先簡單㆞介紹簡述該演算法的

求解過程，其證明過程詳見[2]： 
步驟㆒：設 )(kx 為此演算法第 k 疊代所得之可行解

區域邊界㆖之㆒點。 
步驟㆓：計算 )(

2
)(

1
kk ΩΩ 、 及 )(kM （如(3)與(4)式所

定義）。 

步驟㆔：令 ( ) cVVVu kTkk )(
1

)()(
−





−= 若 cM k )(− =0

且 0≤u ，則若且唯若 )(kx 為 Kuhn-Tucker
點（即最佳解），故停止執行。 

步驟㆕：若 0)( ≠− cM k ，則沿 cM k )(− 方向移動求

得 )1( +kx 令 1+= kk 回步驟㆓；否則，執行

步驟五。 
步驟五：令 jjq uuu |max{= 是的u第 j 個元素 }，

( )kV 為 )(kV 刪除第 q 列所構成之矩陣， 

令 ( ) ( )( ) )(
1

)()()( kTkkTkk VVVVIM
−





−=  

，再沿 cM k )(− 方向移動求得 )k(x 1+ ，令

1+= kk 回步驟㆓。 
自從 Rosen[12]的演算法發表後，即吸引了很

多學者的目光，這些學者的研究重點在於求解具線

性限制式之非線性規劃問題時，其總體性收斂

(Global convergence)之理論證明。至於利用於求解

線性規劃問題，則無論是期刊文獻，或是以線性規

劃為主軸的書籍，都乏㆟提及，作者認為其原因有

㆔： 
1. 如同單體法㆒樣，其求解速度與起始點之給定

有關；換句話說，求解所需疊代數會隨著起始

點與最佳點的距離增加而增加。 

2. 投影所需計算量相當可觀。 
3. 在步驟五當㆗，為保證 0≠− cM ，必須假設 

)(kV 為滿秩。 
這些是利用梯度投影法求解線性規劃問題所

可能遭遇之棘手問題，至於解決方法，將分別於第

2.3、4 及 5 節討論。 
 
2.2 仿射演算法 
 

此演算法考慮之標準式與(1)式相較，差異在於

限制式為㆒等式（即 Ax=b）。首先，假設給定㆒個

初始可行的內點 ( )0)0()0( >xx 性意味著 bAx =)0( 。 

其次，我們想要找到㆒步伐方向向量 d ，它使

得在㆘降方向得㆒新的點 )(newx 並保持可行性。如

果透 dxx new += )0()( 過獲得新點，並維持可行性，

則得 
 

( ) bAdAxdxAAx new =+=+= )0()0()(  

 
但是，因為 bAx =)0(  ，它導出 
 

0=Ad                  (5) 
 

此外，如果步伐方向向量引導在㆘降方向，則

㆘面的條件必須滿足 )0()( xcxc TnewT ≤ ，因此由 
 

( ) )0()0()0()( xcdcxcdxcxc TTTTnewT ≤+=+=  

 
導出 
 

0)0( ≤xcT               (6) 
 

因此，所得之步伐向量 d，必須同時滿足(5)和
(6)兩個限制式。也就是說，步伐向量 d第㆒個要求

的是屬於矩陣 A的核空間，而第㆓則是與目標向量

c的內積小於等於零。 
現在考慮我們先前與梯度的相反的方向走㆒

步的假設。很明顯，僅當移動後所停留點為可行解

以及同時能降低目標函數值時是有效的方向。因

此，如果步伐方向滿足(5)和(6)式，這是有效方向；

否則必須改進它。我們㆘㆒步考慮如何改進梯度方

向使得(5)和(6)㆓式皆滿足。如同由(5)式需要，步

伐方向向量必須屬於 m ×n 矩陣 A的核空間。透過 
 

{ }n,0:)( ℜ∈== xAxxAN  
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定義了此空間㆖㆒投影算子 nn × 矩陣 P， 
 

( ) AAAAIP TT 1−
−=  

 
之所以稱作投影算子是因為它將任意給定 n維向量

轉換成另㆒個矩陣 A 之核空間㆗的向量。意即，如

果 Pxy = ，則對任意向量 z 而言很容易驗證

0=Ay ，其㆗ y 屬於矩陣 A 之核空間。這個投影矩

陣，除滿足 OAP = （O 為㆒ nm × 之零矩陣）外，

另有㆘列兩種性質： 
 

2PP = 及 TPP =             (7) 
 

用此投影算子 P 來投影向量 c− ，透過 =d  
)( cP − 找到了移動方向，因此，將這兩種性質用於

(7)我們得 
 

( ) ( ) 022)( ≤−=−=−=−= PcPcPccPcPccdc TTTT  

 
並且它的確是(6)需要的㆘降方向。 

目前為止我們展示㆒個給定的可行和內點方

向，此方向是將梯度 c投影在矩陣 A的核空間㆖，

然後沿投影後的相反方向移動，使得降低目標函數

值和保持可行性。 
1967 年原始仿射比例(Primal affine scaling)的

基本概念首先由 Dikin [4]提出，並且在 1974 年[5]
給了演算法收斂性的證明；然而，Dikin 並未提及

「㆗心」的概念。到了 1986 年，Vanderbei 等㆟[15]
重新研究線性規劃，他們利用 Huard[8]在非線性規

劃㆗刻劃㆗心的方法，定義仿射比例(Affine scaling)
用以解決線性規劃問題，此方法視為在 Karmarkar
革命性的工作之後的㆒個變體。 

㆘面將介紹此演算法的求解流程： 
步驟㆒： 給 定 ㆒ 起 始 點 )0(x 使 得 ， ,)0( bAx =  

0)0( >x ，及非常接近 0 之正實數 ε ，令

0=k 。 
步驟㆓： 定義 [ ,....,,, )(

3
)(

2
)(

1
)( kkkk xxxdiagD ≡ ])(k

nx

其㆗ )(k
ix 為 )(kx 之第 i 個元素。 

步驟㆔： 利用 ( ) ( ) cDAyADA kkTk 2)()(2)( =



 ，求出

)(ky ，其㆗ m)( ℜ∈ky  

步驟㆕： 計算 )()( kTk yAcz −= 及 =)(kdx ( )2)(kD−  
)(kz 。 

步驟五： 由 { ,0|/ )()()( ≤∀−= k
i

k
i

k
i xdxdxα n1 ≤≤ i  

} ，求出 )()()1( kkk dxxx ρα+=+ ，其㆗

10 ≤< ρ 。 

步驟六： 當 ( ))1()()1( 1/ ++ +− kTkTkT xcybxc ε≤

時，則停止，否則回步驟㆓。 
 
2.3 有效搜尋法 
 

此演算法標準式同(2)式，研究重點在於探討從

可行解區域之邊界點出發，以內點法為搜尋方向，

並設法結合單體法的特性，產生有別於其它內點法

之新演算法。然而當以內點法為搜尋方向時，在靠

近最佳點時依舊會產生 Z 字形的收斂過程。針對此

㆒情況，兩位學者亦提出其解決方法：即利用

Rosen[12]的梯度投影法。㆘列是 Luh 和 Tsaih[10]
演算法的求解步驟： 
步驟㆒： 設 )k(x 表第次 k 疊代所得之可行解區域 F

㆒邊界點。 
步驟㆓： 同(3)與(4)式，建構 )(

2
)(

1
kk ΩΩ 、 及 )(kM 。 

步驟㆔： 定義： 
 

  
jjAi

jjAik

e

e
h

kT
i
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k
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2:,
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1
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2:,
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1)(
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=        (8) 

 
步驟㆕： 若 ch k =)( ，則 )(kx 為最佳點，故停止執行

程式。 
步驟五： 定義： 

 

        
ch
chg

k

k
k

−

−
=

)(

)(
)(             (9) 

 
步驟六： 若 )(kg 為可行方向，則令搜尋方向

)(kgd = ，移動步伐η ，令  
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d
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求得 )1( +kx ，跳至步驟八。 

步驟七： 若 )(kg 不 可 行 ， 則 令 搜 尋 方 向
)()( kk gMd = ，移動步伐 
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xAb
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d
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求得 )1( +kx 。 

步驟八： 若移動步伐 εη >)(k 則令 1+= kk 回步驟

㆓；否則，執行步驟九。 
步驟九： 令 1+= kk ，建構 )(

1
kΩ 及 )(

2
kΩ 。 

步驟十： 建構 )(kM ，令搜尋方向 cMd k )(−= ，移動

步伐， 
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求得 )1( +kx 。 

步驟十㆒： 令 1+= kk ，建構 )(
1

kΩ 及 )(
2

kΩ ，若

n)(
2

)(
1 ≥Ω+Ω kk 則表示已求得㆒基

本可行解，改以單體法求解。否則回步

驟十。 
Luh 和 Tsaih[10]利用投影法的目的是為獲得㆒

基本可行解，再搭配單體法求解，以解決 Z 字形的

收斂過程。兩位學者的研究發現，使用此種輔助單

體法之演算法求解線性規劃問題，要比直接用單體

法求解所需之疊代數，平均值約降低 40%，換句話

說，有效搜尋法提供了單體法㆒接近最佳點之起始

點；再加㆖獲得㆒基本可行解時，可檢查最多只有

個疊代，因此，對於利用梯度投影法求解線性規劃

問題而言，有效搜尋法亦提供該演算法接近最佳解

之起始點，這表示儘管遭遇最壞情況，有效搜尋法

可藉由內點法快速收斂至最佳解的特性，使求解所

需疊代數不會隨著起始點與最佳點的距離增加而

增加。 
 
2.4 仿射演算法與有效搜尋法之差異性 
 

仿射演算法與有效搜尋法都是希望利用內點

法快速收斂至最佳解的特性，且同樣會將-c投影至

可行解區域作為搜尋方向，但仿射演算法每㆒疊代

都必須透過線性空間轉換來達成，有效搜尋法則不

需要，故兩者之間仍有很大的差異性。㆘列是兩演

算法相異之處： 

1. 仿射演算法標準式之限制式為等式，有效搜尋

法則為不等式。 
2. 仿射演算法必須先求得㆒可行解 )0(x 使得

bAx =)0( 且 0)0( >x ，有效搜尋法則可以任意

㆒組數列作為起始解。 
3. 仿射演算法求解過程皆沿可行解區域內部移動

求解，有效搜尋法則分為㆔階段： 第㆒階段沿
)(kg 方向移動改進目標函數值，當移動步伐小

於㆒預設值時，進入第㆓階段改以 cM k )(− 為

搜尋方向求解，順利求得㆒基本可行解後，再

利用單體法求解。 
4. 仿射演算法每次疊代所求得之新解為可行解區

域之㆒內點，有效搜尋法則為㆒邊界點。 
5. 仿射演算法的目的在於求得㆒靠近最佳點之內

點，有效搜尋法則是在求得㆒基本可行解。 
6. 仿射演算法所使用之投影矩陣 P會隨著每㆒疊

代 )(kD 而改變，有效搜尋法所建構之投影矩陣
)(kM 則隨著 )(kV 而改變。 

 
3. 投影法的目的及可能遭遇的問題 
 

在 Luh 和 Tsaih[10]文章㆗，其解決內點法 Z 字

形收斂過程的方法，即沿 cM k )(− 方向改進，最後

停在㆒角點㆖再利用單體法求得最佳解，本節要說

明的是此方法得以成功㆞移動到角點的原因，以及

可能遭遇的問題。 
首先介紹利用梯度投影法或有效搜尋法求解

線性規劃(2)式，給定起始點的方式：任意給定㆒組

變數值 x′ ，帶入所有限制式，若 i:,i xA b≠′ ，則在

該限制式減去剩餘變數或加㆖差額變數後，得㆒新

起始解 )0(x 使得 m)0(
1 =Ω ，其㆗ mn)0( +ℜ∈x 。此

起始點給定方式如同單體法㆒樣，目的在將限制式

不等式部分化為等式，並保證為㆒邊界點。 
引理 2： 當利用有效搜尋法求解(1)式，且進入以

投影方向移動改進過程(步驟九到十㆒)，則存在 
k ′′ ,使得 ( ) n)( =′′kVrank (意即矩陣 )(kV ′′ 之秩為 n) 

證明：㆖述給定起始點的方法，說明演算法的第㆒

步從邊界點開始出發，而由有效搜尋法步驟六或步

驟七，得知每㆒疊代均停留在邊界點㆖；因此，令

疊代 k′ 表示開始以投影方向移動改進，可推得

0)'(
2

)'(
1 ≠Ω+Ω kk 。此外 kk ′≥∀ ，同步驟十令

cMxx kkk )()()1( η−=+ ，預證 

◎1. )1(
2

)1(
1

)(
2

)(
1

++ Ω+Ω≤Ω+Ω kkkk 。 

◎2. ( ) ( ))1()( +≤ kk VrankVrank 。 
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1. 由引理 1 得， )()()1()( kkkk xVxV =+ 因此 
 

)1(
2

)1(
1

)(
2

)(
1

++ Ω+Ω≤Ω+Ω kkkk  

 
2. 根據假設(1)式有可行解且最佳解有界，及由㆖

述 結 果 和 步 驟 十 可 推 得 <Ω+Ω )(
2

)(
1

kk  

)1(
2

)1(
1

++ Ω+Ω kk 因此，僅需證明 ( ) ≠)(kVrank  

( ))1( +kVrank 。 

令 )1(
2

)1(
1

~ ++ Ω+Ω= kks ， ( ))(kVranks = ，

)1(
,:

+k
sV( 表示 )1( +kV 之第 s~ 列， ( ))(kVrow 表示 )(kV 之

列 所 組 成 的 集 合 ， 利 用 矛 盾 證 法 先 假 設

( ) ( ))1()( += kk VrankVrank ， 由 <Ω+Ω )(
2

)(
1

kk   

)1(
2

)1(
1

++ Ω+Ω kk ， 可 推 得 存 在 ss >~ 使 得

( ))()1(
,:

kk
s VrowV ∉+( ，故 s

kk
s bxV (( >)()(

:, ，根據假設存

在 0≠u 使得 ，)()()(
:,

kTkk
s VuxV =(  sℜ∈u ，因此 
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故 ( ))()1(

,:
kk

s VrowV ∉+( ，矛盾；因此 ( ) ≠)(kVrank  

( ))1( +kVrank 最後利用數學歸納法，由 ( ) +Ω ′k
1  

( ) 02 ≠Ω ′k 及(b)，可證得存在 ( )( )kVrankk ′′′′ , 。 

舉例說明，對㆔維空間任㆒凸多面體，任意給

定此多面體㆒邊界點，要如何移動到㆒未知的角點

㆖？首先沿著該點所在平面任意方向移動，不難想

像必定會經過此多面體的㆒個邊，此時若停留在此

邊㆖，然後再沿邊㆖移動，就能找到此多面體的㆒

個角點。此過程推廣至 n 維空間亦是如此，因投影

矩陣 ( )kM 就是要將 c− 投影在 ( )kV 的核空間㆖，沿

投影後方向移動，而每次投影都是在增加 ( )kV 線性

獨立列的個數。最後當 ( )kV 線性獨立列的個數等於

n 時，即表示 ( )kx 為可行解區域㆖的㆒個角點。因

為在可行解的 n 維空間㆗，任意 n 個線性獨立的方

程式有唯㆒解。 
    無疑的， ( )cM k− 是㆒可行的邊界方向，不僅

如此， ( )cM k− 亦可改進目標函數值，這可由㆒簡

單式子觀察出： 
 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) 0

2

)(

2

≤−=

−=






−=





 −=−

cM

cMcM

cMMc

cMccMc

k

kTk

kTkT

kTkT

 

 
儘管 ( )cM k− 是㆒可行的改進方向，但由於 ( )cM k−
為邊界㆖的方向，故有兩種情況必須注意： 

1. ( ) ( )( ) 



 Tkk VV 不㆒定有反矩陣。 

2. 不保證 ( ) 0=− cM k 時即求得最佳解。 
    第㆒種情況發生的原因與 ( )kV 的建構方式有

關。雖說 A 為滿秩，但所建構之 ( )kV 卻不㆒定為滿

秩，此即 ( )( ) 



 Tkk VV )( 反矩陣不存在的充要條件。

而此㆒情況之發生恰好說明原始線性規劃(1)式為

退化解問題。有關退化解的原始定義請參閱附錄

㆒。 
引理 3：若存在 k 使得 ( )kV 不為滿秩，則原始線性

規劃(1)式為退化解問題。 
證明：假設疊代第 k 次時，即發生在角點㆖。因為

( )kV 不滿秩，由(3)得此投影後之角點所對應之 ( )k
1Ω

及 ( )k
2Ω 有著㆘列不等式關係： 

 
( ) ( ) n21 >Ω+Ω kk  

 
因 ( ) m1 ≤Ω k ，因此得 

 
( ) ( ) ( ) mnn 212 −>Ω⇒Ω−>Ω kkk  

 
這表示此角點變數為零的個數大於 n-m，此即所對

應之基本可行解至少存有㆒變數為零，故此線性規

劃為㆒退化解問題。 
Rosen[12]的梯度投影法為保證求得最佳解，必

須假設對任意疊代 k， ( )kV 皆為滿秩。時至今日，

仍無學者提出放寬此㆒假設的方法。由引理 3 可

知，若原始線性規劃(1)式為非退化解問題，則所有

的 k 皆使得 ( )kV 為滿秩。 因此，我們想藉由㆒數

據實驗，來觀察利用梯度投影法求解線性規劃問題

時， ( )kV 發生不為滿秩情況的機率。首先從網站

(/www.netlib.org/lp/data/)㆘載六個線性規劃問題 
(afiro、adlittle、sc105、sc205、sc50a、sc50b)。因
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為基底的不同選擇會影響基底變數以及求解時退

化解的產生，所以分別對這六個題目，給定 1000
個不同之起始點，再利用梯度投影法求解，觀察在

尚未求得最佳解前， ( )kV 存有線性相依列情況的次

數。結果如表 1： 
 

表 1. ( )kV 存有線性相依列情況的次數 
問題名稱 m n 產生退化解次數 

adlittle 56 97 1000 
afiro 27 32 1000 

Sc105 104 103 911 
Sc205 204 203 1000 
Sc50a 49 48 764 
Sc50b 48 48 390 

 
表 1 告訴我們在求解特定六個問題時， ( )kV 存

有線性相依列情況的機率高達 84.42%，因此作者認

為，梯度投影法必須放寬對任意疊代 k 而言， ( )kV
皆為滿秩的假設，才具有實用價值。 
    第㆓種情況則是因 ( )kV 的核空間在 n 維空間㆗

並非㆒超平面(Hyperplane)，意指可經由適當㆞平移

而成為 n 維向量空間㆗ n-1 維之子空間，使得與其

正交的方向有無窮多個，㆘面借由引理 4 說明此㆒

情況發生的原因。 
引理 4：令 ( )( )kVN 表 ( )kV 的核空間， { :x≡Ψ  

( )( ) }nkT xVNyyx ℜ∈∈∀= ,,0 ，且 k, ( )Ψdim 分別表

示向量空間 ( )kVN , Ψ 的維度。若
( )( )( ) 1ndim −<kVN ，則 ( ) 1dim >Ψ 。 

證明：由 ( ) ndim =ℜn  

且 ( )( ) 0,, =∈Ψ∈∀ yxVNyx Tk  
( )( )( ) ( ) ( ) ndimdimdim =ℜ=Ψ+⇒ nkVN  

因 ( )( )( ) 1ndim −<kVN  
( ) 1dim >Ψ⇒  

由引理 4 得知，在 n 維空間㆗，當 ( )kV 核空間

的維度小於 n-1 時，則 ( )kV 核空間的正交補空間的

維度大於 1。換句話說，當 ( )kV 核空間非㆒超平面

時，則與其核空間正交的方向有無窮多個。故將-c
投影在 ( )kV 之核空間㆖的方法，無法使得演算法順

利進行，若選擇 ( )kV 的其㆗㆒列建構投影矩陣作投

影，雖可避免此㆒問題的發生，但要選擇哪㆒平面

投影，仍是令㆟頭疼的問題，除此之外，投影後的

方向還必須是有效搜尋方向。更糟的是，選擇 ( )kV
其㆗㆒列建構投影矩陣作投影，即破壞了演算法欲

找到角點並藉此解決 Z 字型收斂過程的目的。㆘㆒

節將針對投影矩陣 ( )kM 做進㆒步的探討，並提供解

決㆖述兩個問題的計算方法。 
 

4. 投影矩陣的數值計算方法 
 
    令 )()(

2
)(

1
~ kkk s=Ω+Ω ，而其㆗線性獨立列的

個數為 )k(s 。由 
 

( ) cVVVIcM kTkkk
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不難觀察其㆗計算量最大的是在求 ( ) 1
)()(

−





 Tkk VV  

，本文考慮將 )(kV 作 QR 分解，令 )()()( kkk QLV = ，

其㆗ nm)( ×ℜ∈kL ，( ijl 表矩陣 )(kL 第 i 列第 j 行之元

素，根據 QR 分解的性質， ij0,lij >∀= ) ，
nn)( ×ℜ∈kQ ，為㆒正交矩陣，得 
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其 ㆗ ( ) ( ) ( ) ( ) T
kTkkk OLLOLL 



≡









≡

−+−+
,,,

1)()(1)()(  

)()( kk LL ≡ 的首 )( ks 行，O 為㆒ ( ))()( n kk ss −× 之零

矩陣，此時無須求解 ( )+)(kL 或 ( ) +





 TkL )( ，而是利用

)(kL ㆘㆔角非零元素的特性，以後向前(Backward)
和前向後(Forward)的運算法以遞迴關係式逐㆒帶

入求解得之。做法見 5.3 節。 
當 )(kV 非 滿 秩 時 可 利 用 QR 分 解 求

( ) 1
)()(

−





 Tkk VV 的原因是：當 )(kV 在執行 QR 分解

時，若有線性相依列，則該列在轉換過程㆗，由 )(kL
㆘㆔角非零元素的性質，可立即被判斷出，此時僅

需逐㆒將相依列淘汰。只要最後保留㆒組線性獨立

列，仍不失其㆒般性。 
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定理 1： 對任㆒ k 而言，若 )(kV 存有線性相依列，

令 )(k
iV 、 )(k

jV 分別表示 )(kV 相異之兩組線性獨立列

所構成之矩陣， 
 

( ) ( )

( ) ( ) )(
1
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)(
1
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k
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


−=





−=

 

 
則 cMcM k

j
k

i
)()( −=− 。 

證明：因 )(kV 之線性相依列皆可表示成 )(k
iV 或 )(k

jV

所有列之線性組合，所以 )(kV 之線性相依列皆屬於
)(k

iV 或 )(k
jV 的核空間，且 )(kV 與 )(k

iV 或 )(k
jV 之線性

獨立列數相等，故 )(kV 之核空間與 )(k
iV 或 )(k

jV 之核

空間相同，因此， )(k
iV 與 )(k

jV 之核空間亦相同。由

此得知， cMcM k
j

k
i

)()( −=− 。 

由定理 1 得知， )(kV 無論保留哪㆒組線性獨立

列，都會求出相同之 cM k )(− ，舉例說明： 
例題㆒： 
 

0,,,,
1
1
1..

4
1

4
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54321
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31

54321

≥
≥+
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≥

++++

xxxxx
xx

xx
xxts
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疊代㆒： 

給 定 起 始 解 ( ) { }3,1,1,1,1,0 )0(
1

)0( =Ω= Tx 且

{ }5)0(
2 =Ω ， 








=

10000
10001)0(V  

TcM )0,
4
1,1,

4
1,0()0( −

−
−

=− ，得
T

x 





= ,0

4
3,0,

4
31,)1( 。 

疊代㆓： 

{ }1,3)1(
1 =Ω 且 { }3,5)1(

2 =Ω ，



















=

00101
00100
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10001

)1(V  

此時 )1(
1V 存有線性相依列，因此令 

 
















=

00100
10000
10001

)1(
1V  
















=

00101
10000
10001

)1(
2V  
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2
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1
)1(

1

VVVV

VVVV
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 故令 )1(
1

)1( VV = 得
T

cM 





 −−

=− ,0
4
1,0,

4
10,)1(  

，以及 





= ,0

2
1,0,

2
11,)2(x 。 

正 因 為 如 此 ， 本 文 並 沒 有 嚴 格 區 分 當

( ) 



 Tkk VV )()( 反矩陣存在時才使用 ( ) 1

)()(
−





 Tkk VV

這個符號，且為便於討論，在此令 )(kV 為

{ }21:, ,:, Ω∈∀Ω∈∀ jieA T
ji 其㆗㆒組線性獨立列向

量所構成之矩陣。 
    當 A 為滿秩時，亦不能保證 )(kV 為滿秩，但由

定理㆒，無論 )(kV 是否為滿秩，都可以 cM k )(− 為

搜尋方向，然後移動至可行解區域㆒角點㆖，並得

以保留 )(kV 之㆒組線性獨立列，再改以單體法求

解；故對於有效搜尋法而言，同樣可藉由定理 1，
放寬限制式之係數矩陣 A 必須為滿秩的假設。 
    其次，探討當發生 0)( =− cM k 情況時，如何利

用 QR 分解來求得㆒向量 d 使得 0)( ≠− dM k ，且保

證 0≤dcT 。由完全 QR 分解(Full QR factorization)
及簡化 QR 分解(Reduced QR factorization) [14]，得

知 == )()()( kkk QLV  )()( ˆ kk QL ，其㆗，存在 0)( >ks 使

得 )()( kk LL ≡ 的首 )(ks 行， )(ˆ kQ 表矩陣 )(kQ 之首 )(ks

列所成之矩陣。由於 )(
:,1n

)(
:,2

)(
:,1

,,, )()(
kk

s
k

s
QQQ kk +++

LL 與

,, )(
:,2

)(
:,1

kk QQ )(
,:)(, k

s kQL 相互正交，得 )(
,2

)(
,:1 )()( , k

s
k

s kk QQ
++

 

)(
,:n,, kQL 與 )(kV 所 有 列 皆 線 性 獨 立 ， 故 當

0)( =− cM k 時， n1,0)( )()(
:,

)( ≤≤+≠ isQM kTk
i

k 但

( ) ( ) ( ) ( ) 00 )(
:,

)(
:,

)()(
:,

)( ===
Tk

i
TTk

i
TkTk

i
kT QQcMQMc 這
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解決了當 0)( =− cM k 但未到達最佳點情況發生

時，可分別利用 [ ] [ ] [ ]TkTk
s

Tk
s

QQQ kk
)(

,:n
)(

,:2
)(

,:1
,,, )()( L

++
等

)(n ks− 個向量於第 k 至 n-1 個疊代㆗投影，使能順

利移動到角點，然後改以單體法求解，解決內點法

Z 字型收斂過程。舉例說明： 
例題㆓： 
 

0,,
422..

min

321

321

32

≥
−≥−−−

−

xxx
xxxts

xx
 

 
疊代㆒： 

給定起始解 ( )Tx 1,0,0)0( = ， )0(
1Ω 為空集合而

{ }2,3)0(
2 =Ω ， 








=

100
010)0(V TcM 0)0( =− ，但

)(x 0 並非最佳解，因為最佳解為 ( )T0,0,4 。此時將

)(V 0 作 QR 分 解 ， 得 ( )1,0,00 =)(
:,Q3 ，

( ) ( )TT
QM 1,0,0)0(

:,3
)0( −=− ，以及 ( )T)(x 0,0,01 = 為可

行解區域內㆒角點。 
 

5. 投影過程的計算量 
 

本節將探討如何利用 Householder 正交化[14]
將 )k(V 做 QR 分 解 後 求 cM )k(− 。 同 樣 令

)k()k()k( QLV = ， 其 ㆗ ,,,L ij
)k( ijl >∀=ℜ∈ × 0nm   

nm×ℜ∈)k(Q ，為㆒正交矩陣，得 
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( ) ( ) [ ]
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ˆ

,

kTkTk

kTkTk

QLV

QOILV

−

−





=





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其 ㆗ I 是 ㆒ )()( kk ss × 之 單 位 矩 陣 ， O 為 ㆒

( ))()( n kk ss −× 之零矩陣， )(ˆ kQ 表矩陣 )(kQ 之首 )(ks

列所成之矩陣。 
    利用 Householder 正交化將 )k(V 做 QR 分解

時 ， )(kQ 可 寫 成 11)()( HHH kk ss L− ， 其 ㆗

(k)
i si,H ,1,2,L= 都是㆒ Householder 矩陣[14]，因

此得 
 

cM k )(−   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ][ ][ ]{ }LL

L

cHHELVc
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k

k

s
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s
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1
)(

1
)()(

1
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1
)()(

)()()(
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1

)()(
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)(

ˆˆ

ˆ

−

−

−

−





+−=





+−=





+−=





+−=

 

 
其㆗ )(kE 是㆒n×n之矩陣，除左㆖角為㆒ (k)(k) ss × 單

位矩陣外，其餘元素皆為零。 
    不難觀察 cM )k(− 的計算工作主要可分成㆘列

㆕個步驟： 
1. 利用 Householder 正交化將 )k(V 作 QR 分解 
2. 計算 [ ][ ][ ]{ }LL cHHEu ks

k
1

)(
)(=  

3. 計算 ( ) uLu
Tk

1
)(ˆ

−





=  

4. 計算 ( ) uV
Tk ˆ)(  

透過這㆕個步驟求得每㆒疊代之 cM k )(− ，將

使得在求得基本可行解前，整個投影過程所需計算

量看似隨疊代 k 增加而增加，但實際㆖第㆒、㆓和

㆕步驟僅與變數個數有關，而第㆔個步驟無論投影

過程疊代數為多少，計算量總和之㆖界為： ( )3nO ，

㆘面分㆕小節探究其㆗的原因。 
 
5.1 執行 QR 分解所需計算量 
 
    由引理 2 可推得存在 k ′′ 使得 )(kV ′′ 線性獨立列

的個數等於變數個數 n，因此就投影過程而言，需

先透過 )1( −′′kV ，由其所建構之投影矩陣 )1( −′′kM ，

求得搜尋方向 )1( −′′kd ，然後移動至可行解區域㆒角

點㆖。設 )1( −′′kV 線性獨立列的個數為 n-t，其㆗，t
是指從疊代 1−′′k 到疊代 k ′′ 所增加線性獨立列的個

數， 1nt1 −≤≤ ，即 ∈−′′ )1(kV  nt)(n ×−ℜ ，故當 t=1
時是整個投影過程執行 QR 分解最大計算量的情

況。㆘列將介紹 Householder 正交算子 iH ，並藉此

說明 )1( −′′kV 執行 QR 分解之步驟： 
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T
ii

i
T
i

i IH
ττ
ττ2−=  

 
其㆗， i

k
nii

k
niii VV στ )1(

:,
)1(

:,
−′′−′′ −= 表示矩陣 )1( −′′kV 第 i

列㆗第 i 至第 n 行元素， )1(
,

−′′k
jiV 表示 )1( −′′kV 第 i 列

第 j 行元素， )1(
,:

−′′k
iV 表示矩陣 )1( −′′kV 的第 i 列，

( )Ti ,01,0,L=σ ， 11)(n ×+−ℜ∈ i
iσ 。計算 

( )

( ) ik
ii

k
nii

k
nii

T
i

k
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k
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k
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k
nii

k
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T
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τ
τ
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,

)1(
:,

)1(
:,2

−′′−′′−′′

−′′
−′′−′′

−′′−′′−′′

−
+=

−=

其㆗， 1n −≤≤ ji ，接著在執行分解步驟之遞迴式

㆗，先令， )1(
:,

−′′= k
niii Vω 再令 −= −′′−′′ )1(

,
)1(

,
k
ii

k
ii VV  

iω ，則可得 

 

( ) )1(
:,)1(

,

)1(
:,

)1(
:,)1(

:,
)1(

:,
−′′

−′′

−′′−′′
−′′−′′ += k

niik
iii

Tk
nii

k
nijk

niji
k

nij V
V

VV
VHV

ω
   (10) 

 
㆖述說明了演算法各步驟式子的推導過程。其㆗，

對任意疊代 k， )(1 ksi ≤≤ ，從(10) 式㆗可看出，除

矩陣 )1( −′′kV 外，僅需增加變數 iω 以記錄 )k(
n:i,iV

1−′′ ，

再修改 )k(
i,iV

1−′′ ，即能計算出 i
k

nij HV )1(
:,

−′′ 。此即所謂

「 yQ 乘積之隱藏式計算」(Implicit calculation of a 

product yQ ) [14]。 )1( −′′kV 執行 QR 分解之演算法如

㆘列所示： 
 
for  =i 1  to  1n − {  
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  for  =j 1+i  to  1n − {  
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}  
}  

 

此演算法的計算量為 2n
6

17n
2
1n

3
4 23 +−− ，其證明

請參閱附錄㆓。 
    投影改進過程當㆗，若考慮每㆒疊代 k 新增加

之 :,iA 或 T
je 置於 )1( −kV 之㆘，而構成之 )(kV 。此時，

對於每㆒疊代 k 在執行 QR 分解時，可藉由(10) 式
寫成㆘列演算法： 
 
for  =i 1  to  )1( −ks  

   for  =j 1)1( +−ks  to  )(ks {  
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for  =i 1)1( +−ks  to  )(ks {  
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   for  =j 1+i  to  1n − {  
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   }  
}  

 
最後將整個投影過程所執行之 QR 分解的全部計算

量加起來，我們發現當利用㆖述演算法時，計算量

之和最多不會超過 2n
6

17n
2
1n

3
4 23 +−− ，這顯示整

個投影過程所需執行 QR 分解的計算量不隨著疊代

數改變而增加，僅僅與變數個數有關。 
 
5.2 cQE kk )()( 的計算量 
 

由 [ ][ ][ ]LL cHHHEcQE kk ss
kkk

11
)()()(

)()( −= 得

此計算過程相當於接連重複 iH 乘㆖㆒行向量，
)(s,1,2, ki L= 。此時若利用 Qx 乘積之隱藏式計

算，技巧同(10) 式，做局部修正便可得到每㆒階段

所需之矩陣或向量，茲將演算法整理如㆘： 
 

cu =  
for  =i 1  to  1n − {  
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}  

 
其㆗， ( )Tu,,u,uu n21 L= ， ( )Tiii uuuu n1 ,,, L+= 。 在

整個投影過程㆗，對於求所有 k, cQE kk )()( 計算量之

總和，等於求 cQE kk )1()1( −′′−′′ 的計算量，也就是

53n2n2 −+ ，其證明請參閱附錄㆔。故其計算量僅

僅與變數個數有關。 
 

5.3 ( ) uL
Tk

1
)(

−





 的計算量 

 

    此時仍無須求解 ( ) 1
)(

−





 TkL ，而是利用 

=y ( ) uL
Tk

1
)(

−





 即 ( ) uyL

Tk =
−1

)( ， 

以遞迴關係式逐㆒帶入求解得 y 。 

    不同於前述演算法，此演算法每㆒疊代 k 求解

過程皆相互獨立，亦即不僅與變數個數有關，還會

隨著疊代數增加而增加，但無論投影過程疊代數有

多少，都小於變數個數，而且計算量總和仍不超過

n
6
1n

2
1n

3
1 23 +− ，其證明請參閱附錄㆕。 

 

5.4 ( ) uV
Tk ˆ)( 的計算量 

 
令第 k 次疊代的 û 為 )(ˆ ku ，其㆗的第 )(ks 個元

素為
(k)
s ku )(ˆ 。觀察 ( )TkV )1( + 及， )1(ˆ +ku 與 ( )TkV )( 及

)(ˆ ku ，比較後不難發現分別多了 ( )Tk
s kV )1(

:,)1(
+
+ 及

)(k
s ku 1

)1(ˆ +
+ 。令 ( ) )()()( ˆˆ kTkk uVy = ，則 

 

( )Tk
s

k
s

kk
kk Vuyy )1(

,:
)1()()1(

)1()1(ˆˆˆ +++
+++=        (11) 

 
因此就整個投影過程而言， ( ) n1 k ≤< s ，利用(11)
式，其所需計算量為 ( )( ) 13n2n12n1n 2 +−=−− 。 

 
6. 結論 

 
    本文於第 3 節說明 Luh 和 Tsaih[10]演算法㆗其

投影法可能遭遇到 )k(V 存有線性相依列及不保證

當 0)( =− cM k 時即求得最佳解等兩個問題，而於第

4 節提出利用 QR 分解的正交性解決這兩個問題。

值得㆒提的是本文雖於(1)式㆗同 Luh 和 Tsaih[10]
演算法假設矩陣 A 為滿秩，但此假設仍無法確保對

任㆒ k 而言， )(kV 為滿秩。本文因此提出解決方法，

此時逐㆒將相依列淘汰後，最後無論保留哪㆒組線

性獨立列，都會求出相同之 cM k )(− ，也就是說，

Luh 和 Tsaih [10]演算法可以放寬矩陣 A 為滿秩的

假設。 
此外，利用第 5 節計算方法求 cM k )(− 最大的

優點是，在移動到角點這段過程當㆗，疊代 k 所求

得之 Householder 矩陣仍可在疊代 k+1 繼續延用，

不需重新計算，但需修正疊代 k+1 之新加入的向量
)1(
,:)1(

+
+

k
s kV ，並且求得新 Householder 矩陣 )1( +ksH 即可。 

直到求得第 n 個 Householder 矩陣後，便可順利的

移動至可行解區域內㆒角點㆖，並使得整個投影過

程所需計算量不超過 2n
3
83nn

3
5 23 −−+ 。 

若利用 Cholesky 分解法計算 cM k )(− [7]，雖說

Cholesky 分解計算量較 QR 分解約少 3n ，但因必須

完整求得 TkV )()( )k(V ′′′′ ，而使得就整個投影過程而

言，儘管利用每㆒疊代 k 之矩陣 )k(V 的特性，其計

算量㆖限為 3n
6
43n

2
5n

3
5 23 +++ ，僅比 QR 分解少

5n
2
9n

2
1 2 −+ ，但當遭遇 0)( =− cM k 且未到達最佳

點情況發生時，仍須利用 QR 分解使其能順利移動

到 角 點 ， 此 時 計 算 量 ㆖ 限 增 加 成 為

611n2n3n 23 +−+ ，因此作者認為在 Luh 和

Tsaih[10]演算法㆗，應利用 QR 分解計算 cM k )(− ，

此與傳統內點法利用 Cholesky 分解法有所不同。 
 

附錄㆒ 
 

在定義退化解前必須先定義基本可行解：㆒線

性系統 bxA =′ 的基底解 (Basic solution)可由令

mn −′ 個變數為 0且僅求解剩餘m個變數值當㆗獲

得。其㆗， A′ 為㆒ nm ′× 之矩陣， tnn +=′ ，

mt1 ≤≤ ，這假設是讓 mn −′ 個變數為 0 而使得剩

餘 m 個變數解唯㆒，這相當於說剩餘 m 個變數所

對應矩陣 A′ 的行為線性獨立。任㆒基底解當所有變

數皆大於等於 0 時，則稱此基底解為基本可行解。 
    退化解之定義：在線性規劃問題的㆒基本可行

解㆗，若存在至少㆒個為 0 的基底變數 (Basic 
variable)，則稱此線性規劃為退化。詳細內容請參
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考文獻[18]。 

附錄㆓ 
 
    任意兩 n 維向量之內積共需 n 個乘法及 n-1 個

加法，㆘標 k 由 1 累加至 n-1 表開始投影時

121 =Ω+Ω ，且整個投影過程必須求得 n-1 個線

性獨立向量，以獲得㆒基本可行解，故每㆒疊代 k
執行 QR 分解所需計算量包含求長度為 n-k+1 之歐

氏模及㆒個減法，再加㆖修改剩餘 n-k-1 個長度為

n-k+1 之向量。因此，其總和除 n-1 個開根號外，

餘計算量如㆘所示： 
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( ) ( ) ( )( )

3n
6
23n

2
1n

3
4

6
12n1nn4

2
1nn38n

5n4n1n22n

438n5n4n22n

544n1n2k22n1n

1n22122n

1122n

23

22

1

1

222

1

1

1

1

1

+−−=

−−
+

−
+−

−+−+−=

++−−++−=

+−−−+−++−=







+−+++−+

++−

∑

∑

∑

∑

−

=

−

=

−

=

−

=

n

k

n

k

n

kj

n

k

kk

kk

kk

k

 

 
附錄㆔ 

 
    當 )(kV 列數為 1n − 時，沿 cM k )(− 方向即可順

利移動至可行解區域內之角點㆖，且整個投影過程

cQE kk )()( 所 需 計 算 量 之 總 和 等 於 求 1−nH  
[ ][ ][ ]LL cHHn 12− ，故每㆒疊代 k 之計算皆包含長

度為 n-k+1 之向量內積，再加㆖ 2 個除法及長度為

n-k+1 之向量乘㆖㆒實數後加至另㆒向量，如㆘所

示： 
 

( ) ( )[ ]
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附錄㆕ 
 

    因 Tk
L )(

)(
為㆒㆖㆔角矩陣，使得對每㆒疊代 k

而言，都必須計算 ( )∑ −

=
+=

1

1
1

k

j
jj 個乘法與加法，

以及 k-1 個減法和 k 個除法，故所需之計算量可由

㆘列表示： 
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ABSTRACT 

 
By geometric viewpoint in search directions of linear programming problems (LP), there 
are two major approaches: the simplex method and the interior-point algorithm originated 
from Karmarkar's approach.  Many of their variants developed both in theory and 
applications are still in progress. Roughly speaking, the main difference among them is that 
the simplex method is devoted for each the exact optimal solution while Karmarkar-based 
method is computationally fast in approaching to the neighborhood of the optimal solution, 
but it becomes slow near the optimal point.  By the separating hyperplane theorem, we 
know that the optimal solution of a linear programming problem would locate at the 
boundary point.  However, Karmarkar's algorithm is claimed as an interior-point approach 
which takes a solution trajectory path through the interior of the feasible region.  On the 
other hand, these algorithms will coincide the zig-zag situation following the trajectory path 
before attaining the optimal point meanwhile it cannot achieve the optimal point.  
Therefore, the purpose of this paper is to study a possible approach by combining the 
interior point and the simplex method.  By means of QR factorization, we give a general 
analysis on Gradient Projection Method(GPM) in solving linear programming problems.  
Moreover, we prove that a general assumption-technique constraint matrix A of full rank 
can be relaxed by using our approach.  Finally, we analyze the complexity of this approach 
to ensure that its upper bound is ( )3nO . 
 
Keywords: linear programming, gradient projection method, QR factorization, the simplex 

method, interior-point algorithms. 
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