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第三章  由市場價格建構選擇權評價模型 

 

投資者在面對到期日相同的ㄧ序列不同履約價格的選擇權時，應該如何建立最

佳的組合交易策略，這個問題已有許多的方法可循，但是這些方法卻無法涵蓋複雜

多變的組合策略，楊靜宜(2004)提出了利用整數線性規劃的方式建立選擇權的最佳

交易策略，本章即擴充該論文所使用之模型，並探討如何從選擇權套利模型導出拉

格朗日乘子的可行性問題，並且利用導出的可行性問題重新建構線性規劃模型，討

論如何由觀測的市場價格中還原風險中立的機率測度。 

  

3.1 選擇權的套利模型 

  

考慮歐式買權履約價格為 0k > ，令 t表示投資始點或是現在時刻，T 表示到期

日， tS 表示標的資產的現價， TS 表示標的資產到期時的價格， TC 為買權的到期價

值，買權的價格（權利金）為 c，無風險利率為 r，則買權到期損益之現值可以表示

如下 

( )
( )

( )

( )

( )  
0

                      max( , 0)

                      ( )

          

r T t
r T t T T

T

r T t
T

r T t
T

e S k c S ke C c
c

e S k c

e S k c

− −
− −

− −

− − +

 − − >− = 
−

= − −

= − −

    當
    其他

 

其中 



 >

=+

其他

當

0
0 

)(
xx

x  

同樣的，歐式賣權的到期價值為 TP ，賣權的價格為 p，則賣權的到期損益之現

值亦可使用數學式表示如下 
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( )
( )

( )

( )

( )  
0

                      max( , 0)

                      ( )

          

r T t
r T t T T

T

r T t
T

r T t
T

e k S p k Se P p
p

e S k p

e k S p

− −
− −

− −

− − +

 − − >− = 
−

= − −

= − −

    當
    其他

 

  

若我們將買權與賣權依照不同的買賣數量組合起來，則可形成各式各樣不同的

到期損益情形。為建立一序列相同標的資產且不同履約價的選擇權套利模型，假設：

（一）只考慮單一期間問題，即持有這些選擇權直到到期日；（二）忽略交易費用

及保證金的花費；（三）選擇權皆為歐式選擇權。 

  

給定 ik 為第 i個選擇權的履約價，其中 10 nk k< < <L ， 1, 2, ,  i n= … ； ix 為選

擇權組合中買權的數量； iy 為選擇權組合中賣權的數量； ic 代表履約價為 ik 的買權

價格； ip 代表履約價為 ik 的賣權價格； ( )TV S 代表到期日T時，標的資產價格為 TS

時，選擇權投資組合損益的現值。假設我們購買 ix 口（若 ix 為負，則代表賣出的口

數）履約價為 ik 的買權，以及購買 iy 口履約價為 ik 的賣權，則選擇權投資組合到期

損益之現值以數學式表示如下 

      ( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( )
n n

r T t r T t
T T i i i i T i i

i i

V S e S k c x e k S p y− − + − − +

= =

   = − − + − −   ∑ ∑       （3） 

將式（3）左右兩邊對 TS 微分，我們得到 

( )
1

1

1
( )

1
1

( )

1

0

( )

n
r T t

i T
i

l n
r T t

T i i l T l
i i l

n
r T t

i n T
i

e y S k

V S e x y k S k

e x k S

− −

=

−
− −

−
= =

− −

=

  
− < <  

   


 ′ = − < < 
   

   <    

∑

∑ ∑

∑

當

當

當

， 2, 3, ,  l n= …      （4） 

由式（4）可知 ( )TV S 的導數在每一履約價的區間 1( ,  )l lk k− ， 1, 2, ,  l n= L ，皆為常
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數，意謂 ( )TV S 在每一履約價之間皆為一線性函數，所以 ( )TV S 為一片斷型的線性

函數。若 TS 恰等於 10, ,  ,  nk k… 時的損益 ( )TV S 皆為正，且 TS 在大於 nk 時， ( )TV S

的斜率不為負值，即可保證無論標的資產價格怎麼變動，此投資組合皆有套利機會。

意即 

(0) 0V ≥  

( ) 0lV k ≥ ， 1, 2, ,  l n= …                       （5） 

( )

1
( ) 0

n
r T t

T i
i

V S e x− −

=

 
′ = ≥ 

  
∑  

圖 3-1即說明到期損益之現值恆為正的情形。 

  

圖 3-1  到期損益之現值恆為正  

0
1k 2k 1nk − nkL TS

( )TV S

 

此處我們仍沿用第二章的符號，使用 ( )PE i 及 ( )QE i 分別表示主觀機率測度下與
風險中立機率測度下的期望值。若不限制買權與賣權交易的數量，並考慮實務上，

交易量 ix 與 iy 為整數，為求期望損益為最大並滿足條件式（5），我們得到選擇權

的套利模型如下。 
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〈模型一〉 

[ ]max    ( )P
TE V S

( )

1 1

( ) ( )

1 1

( )

1

s.t.      (0) ( ) 0

          ( ) ( ) ( ) 0, 1, 2, ,  

          ( ) 0

          

n n
r T t

i i i i i
i i

n n
r T t r T t

l l i i i i l i i
i i

n
r T t

T i
i

V c x e k p y

V k e k k c x e k k p y l n

V S e x

x

− −

= =

− − + − − +

= =

− −

=

 = − + − ≥ 

   = − − + − − ≥ = …   

 
′ = ≥ 

  

∑ ∑

∑ ∑

∑
, , 1, 2, ,  i iy Z i n∈ = …

 

由於本模型只考慮單一期間的問題，時間長度為一定值，標的資產價格的變動

有一個預見的範圍，或者標的資產價格具有漲跌幅限制（例如目前台灣股市每日漲

跌幅限制為 7％）。令標的資產未來價格的範圍介於 1s 與 ms 之間，當然， 1s 之值可

以是標的資產價格小於 1k 甚至跌到 0的情形， ms 可以是一個遠大於最大履約價 nk 的

值。因此 TS 在大於 nk 時， ( )TV S 的斜率不為負值之條件可用 ( ) 0jV s ≥ ， j ns k> ，

取代，另外，當 1js k< 時，也必須滿足 ( ) 0jV s ≥ 。 

 

為了簡化問題，我們假設未來可能發生的狀態為離散點且個數有限，即未來有

m個可能的狀態，此m個狀態就足以代表標的資產可能的走向，且每個狀態所對應

的標的資產價格為 js ， 1, 2, ,  j m= … ，其中 1 ms s< <L ，如圖 3-2的狀態樹。此外，

為了滿足式（ 5）的條件，在不失一般性之下， 1 2{ ,  ,  ,  }ms s s… 應選定使得履約價

1 2{ ,  ,  ,  }nk k k… 為 1 2{ ,  ,  ,  }ms s s… 的部份集合，並且滿足 ( ) 0jV s ≥ ， j ns k> ， 1js k<

如此一來對於每一個 js ，到期日時投資組合的損益 ( )jV s 必為正值，則式（5）可以

改寫成 

( ) 0, 1, 2, ,  jV s j m≥ = …                      （6） 
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圖 3-2  到期時m個可能的標的資產價格  

1s

M

2s

1ms −

ms

tS

t T  
 

為避免主觀機率測度 P的符號與賣權價格 ip 混淆，令 1 2( ,  ,  ,  )mP π π π= … ， jπ

為狀態 js 發生的機率，其中 0jπ ≥ 且
1

1
m

j
j

π
=

=∑ ，式（3）的期望值可寫成 

[ ]
1

( ) ( )

1 1 1 1

( ) ( )

1 1 1 1

( ) ( )

               ( ) ( )

               ( ) ( )

m
P

T j j
j

m n m n
r T t r T t

j j i i i j i j i i
j i j i

n m m
r T t r T t

j j i i i j i j i i
i j i j

E V S V s

e s k c x e k s p y

e s k c x e k s p y

π

π π

π π

=

− − + − − +

= = = =

− − + − − +

= = = =

=

   = − − + − −   

   = − − + − −   

∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑

( ) ( )

1 1

( ) ( )

1 1

                ( ) ( )

               ( ) ( )

n

n n
P r T t P r T t

T i i i i T i i
i i
n n

r T t P r T t P
T i i i i T i i

i i

E e S k c x E e k S p y

e E S k c x e E k S p y

− − + − − +

= =

− − + − − +

= =

   = − − + − −   

   = − − + − −   

∑

∑ ∑

∑ ∑
（7） 

 

根據式（6）與式（7），模型一可修正如下。 
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〈模型二〉 

( ) ( )

1 1
max    ( ) ( )

n n
r T t P r T t P

T i i i i T i i
i i

e E S k c x e E k S p y− − + − − +

= =

   − − + − −   ∑ ∑

( ) ( )

1 1
s.t.      ( ) ( ) ( ) 0, 1, 2, ,  

          , ,  1, 2, ,  

n n
r T t r T t

j j i i i i j i i
i i

i i

V s e s k c x e k s p y j m

x y Z i n

− − + − − +

= =

   = − − + − − ≥ =   

∈ =

∑ ∑ …

…
 

若假設標的資產可以無限分割，則模型二中的交易量 ix 與 iy 為整數的條件，可

以放鬆成 ix 與 iy 為實數，於是模型二可修正如下。  

 

〈模型三〉 

( ) ( )

1 1

max    ( ) ( )
n n

r T t P r T t P
T i i i i T i i

i i

e E S k c x e E k S p y− − + − − +

= =

   − − + − −   ∑ ∑

( ) ( )

1 1
s.t.      ( ) ( ) ( ) 0, 1, 2, ,  

          , ,  1, 2, ,  

n n
r T t r T t

j j i i i i j i i
i i

i i

V s e s k c x e k s p y j m

x y R i n

− − + − − +

= =

   = − − + − − ≥ =   

∈ =

∑ ∑ …

…
 

模型三即是我們所需要的選擇權套利模型。 

 

3.2 還原風險中立機率測度 

 
由模型三可以發現，若套利機會存在，由於交易量 ix 與 iy 的值均無上下限，目

標函數值將會發散至無窮大；若套利機會不存在，則不論 ix 與 iy 的值為何，目標函

數值必為 0。 

 

選擇權的價值（權利金）包括內含價值以及時間價值。對應履約價為 ik 的買權

價值與賣權價值分別為 

( )T iS k += − +買權權利金 時間價值  
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與 

( )i Tk S += − +賣權權利金 時間價值  

其中( )T iS k +− 與( )i Tk S +− 即分別為買權與賣權的內含價值。根據等價平賭測度法

則，若市場無套利機會，必定存在一個風險中立的機率測度Q，使得買權的價格為 

( ) ( )r T t Q
i T ic e E S k− − += −  

賣權的價格為 

                          ( ) ( )r T t Q
i i Tp e E k S− − += −                      （8） 

此評價公式即包含了內含價值以及時間價值，並且符合風險中立的假設。 

  

 首先將模型三利用拉格朗日乘數法則改寫成無限制式的求極值問題之形式，將

模型三的限制式分別乘以拉格朗日乘子 0jη ≥ ，  1, 2,  ,  j m= … 。  

( ) ( )

1 1

( ) ( )

1 1 1

(   ) ( ) ( )

                ( ) ( )

n n
r T t P r T t P

T i i i i T i i
i i

m n n
r T t r T t

j i i i i j i i j
j i i

L e E S k c x e E k S p y

e s k c x e k s p y η

− − + − − +

= =

− − + − − +

= = =

   = − − + − −   

     + − − + − −      

∑ ∑

∑ ∑ ∑

x, y; ?

 

再將含有相同 ix 與 iy 的項目擺在一起，重新整理後得到  

  

( ) ( )

1 1

( ) ( )

1 1

(   ) ( ) ( )

                ( ) ( )

                          

n m
r T t P r T t

T i i j i i j i
i j

n m
r T t P r T t

i T i i j i j i
i j

L e E S k c e s k c x

e E k S p e k s p y

η

η

− − + − − +

= =

− − + − − +

= =

     = − − + − −      
     + − − + − −    
  

∑ ∑

∑ ∑

x, y; ?

  （9） 

 

如果模型三的目標函數為 0，則式（9）的極值解亦必為 0，又對於 1, 2, ,  i n= … ，

0ix = 與 0iy = 是式（9）等於 0 的一個明顯解（意即沒有任何交易動作發生），顯

然的模型三的目標函數值也必為 0。因此，若模型三存在一組 ix 與 iy 不全為 0的解

使得目標函數為 0，意即存在一組 ix 與 iy 不全為 0 的解使得式（9）為 0。式（9）
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等於 0若且唯若 

( ) ( )

1

( ) ( )

1

( ) ( ) 0, 1, 2, ,  

( ) ( ) 0, 1, 2, ,  

m
r T t P r T t

T i i j i i j
j

m
r T t P r T t

i T i i j i j
j

e E S k c e s k c i n

e E k S p e k s p i n

η

η

− − + − − +

=

− − + − − +

=

   − − + − − = =   

   − − + − − = =   

∑

∑

…

…
    （10） 

 

又根據市場無套利的假設，必存在一個風險中立的機率測度Q等價於 P，因此

可將式（10）中的期望值換成 ( )QE i ，使得  

( ) ( )r T t Q
i T ic e E S k− − += −  

與 

( ) ( )r T t Q
i i Tp e E k S− − += −  

式（10）可以簡化成式（11）。 

( )

1

( )

1

( ) 0, 1, 2, ,  

( ) 0, 1, 2, ,  

m
r T t

j i i j
j

m
r T t

i j i j
j

e s k c i n

e k s p i n

η

η

− − +

=

− − +

=

 − − = = 

 − − = = 

∑

∑

…

…
              （11） 

 

 只要 jη 不全為 0，式（11）可經展開、移項改寫成 

( )

1

1

( ) , 1, 2, ,  
m

jr T t
i j i m

j
j

j

c e s k i n
η

η

− − +

=

=

= − =∑
∑

…  

與 

( )

1

1

( ) ,  1, 2, ,  
m

jr T t
i i j m

j
j

j

p e k s i n
η

η

− − +

=

=

= − =∑
∑

…  

 

此處為簡化數學式，定義 
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                          0
1

m

j
j

η η
=

=∑  且  
0

j
jq

η

η
=                       （12） 

得到 

( )

1
( ) , 1, 2, ,  

m
r T t

i j i j
j

c e s k q i n− − +

=
= − = …∑  

與 

( )

1
( ) , 1, 2, ,  

m
r T t

i i j j
j

p e k s q i n− − +

=
= − = …∑                   （13） 

根據式（12）且 0jη ≥ ，可得  

1

0, 1, 2, ,  

1

j

m

j
j

q j m

q
=

≥ = …

=∑
 

故可將 1 2( ,  ,  , )mQ q q q= … 視為一機率測度  

 

根據 Haugh (2004)的講義，我們給予幾個定義與定理。假設市場共有 1N + 個可

交易的資產，令 i
tS 表示在時間t時第 i個資產的價格， 0, 1, ,  i N= … ； i

js 表示到期

日T 時第 i個資產在狀態 jω 下的價格，  1, 2, ,  j m= … 。並且假設現金帳戶(cash 

account)為一零風險性資產並作為計價標準，其在時間t時的價格為 0
tS ，且到期日T

時價格為 0
TS 。現金帳戶為一個賺取無風險利率下之利息的資產。  

 

定義 3-1 

若投資組合是由市場上可交易的資產組合而成，其時間 t時的價格 tX 滿足 

1
( )

m

t j j
j

X Xϕ ω
=

= ∑  

則我們稱 1 2( ,  ,  ,  )mϕ ϕ ϕΨ = … 為狀態價格 (state price)。 
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定義 3-2 

若機率測度 1 2( , , , )mQ q q q= … 滿足 

(1) 0jq > ，  1, 2, ,  j m= …  

(2) 對計價標準折扣後之標的資產價格的動態過程為平賭過程。即  

0 0
Qt T
t

t T

S S
E

S S

 
=  

  
                         （14） 

則Q為一風險中立機率測度，其中 Q
tE 表示對時間t之前所有信息的總合做條件期望

值。 

 

定理 3-3 

若存在正值的狀態價格Ψ，則風險中立的機率測度Q必存在，且Ψ與Q具有 1-1關

係。 

證明：若存在一個正值的狀態價格 1 2( ,  ,  ,  )mϕ ϕ ϕΨ = … ，則  

0
0

0
01 1 1

1

( ) ( )( )
m m m

j j j
t j j j j m

j j j j
j j

j

s s
S s s

ss

ϕ
ϕ ϕ

ϕ= = =

=

 
 
 = =  
 
  

∑ ∑ ∑
∑

             （15） 

其中 

0 0

1

m

j j t
j

s Sϕ
=

=∑  

定義 

0

0

1

j j
j m

j j
j

s
q

s

ϕ

ϕ
=

=

∑
                          （16） 

則 1 2( , , , )mQ q q q= … 即為一個機率測度。  

由式（14）、式（15）與式（16）可得 
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0 0 0
1

m
j Qt T

j t
jt j T

sS S
q E

S s S=

 
= =  

  
∑  

所以Q為一風險中立的機率測度，且由式（16）可知Ψ與Q具有 1-1關係。        ■ 

 

令現金帳戶 ( )r T te − 為計價標準，由式（8）與式（13）得到 

( ) ( )
1

( )( ) m
j iQ T i

i jr T t r T t
j

s kS k
c E q

e e

++

− −
=

  −−
= = 

  
∑  

與 

( ) ( )
1

( )( ) m
i jQ i T

i jr T t r T t
j

k sk S
p E q

e e

++

− −
=

  −−
= = 

  
∑  

根據定理 3.3，得到 1 2( ,  ,  , )mQ q q q= … 即為風險中立的機率測度，且由式（16）可

得知 jq 是由狀態價格與現金帳戶組合而成，拉格朗日乘子 jη 為狀態價格與現金帳戶

之乘積（若不考慮折現，則拉格朗日乘子 jη 即為狀態價格）。 

 

 式（11）中 jη 全為 0為一個明顯的解，因此我們將式（11）作為限制式，令目

標函數為
1

m

j j
j

ρ η
=

∑ （目標函數為何種形式尚可作更多的討論），其中權重 jρ 為一主

觀的機率值（與前述的主觀機率 1 2( ,  ,  ,  ,  )mP π π π= … … 可不同）， 0jρ ≥ ，

 1, 2, ,  j m= … ，
1

1
m

j
j

ρ
=

=∑ 。我們重新建構一個極大化目標函數的線性規劃模型，以

保證 jη 不全為 0，如模型四。 
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〈模型四〉 

1
max    

m

j j
j

ρ η
=

∑  

( )

1

( )

1

s.t.      ( ) 0, 1, 2, ,  

          ( ) 0, 1, 2, ,  

          0, 1, 2, ,  

m
r T t

j i i j
j

m
r T t

i j i j
j

j
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e k s p i n

j m

η

η

η

− − +

=

− − +

=

 − − = = 

 − − = = 

≥ =

∑

∑

…

…

…

 

 

在2n維空間中，模型四中限制式所表示的平面皆會通過原點，並且因為拉格朗

日乘子 jη 為大於 0或等於 0的數，所以這些平面不僅通過原點還會向正方向無限延

伸，故目標函數值若不是等於下界 0，就會發散至無窮大。因此，可以給定每一個 jη

一個上界U，以避免目標函數值發散至無窮大。 

 

把模型四的限制式寫成矩陣的形式如下。 

( ) ( )
1 1 1 1 1 1

( ) ( )
1

( ) ( )
1 1 1 1 1

( ) ( )
1 2
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 − − − −       − − − −   − − − −        − − − − 

L
M M

L M
L

M M
L 2 11

0

0 nm ××

  
  
  
  

=  
  
  
    

 

M
 

將上面的矩陣簡寫成 

0A =?  

若2n m≥ ，並且限制式的係數矩陣 A為滿秩(full rank)，即線性獨立的限制式個數等

於 jη 的個數，由於 RHS 為零向量，所有 jη 的解一定是 0，所以模型四的目標函數值

也必定是 0。因此為了確保解空間不是只有原點一點，我們必須適當的選取m的大

小，即未來可能的標的資產價格 js 的個數，使得m至少要大於矩陣A的秩(rank)，
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即m至少要大於相互線性獨立限制式的個數。或者，我們可以僅選取部分的限制

式，使得相互線性獨立限制式的個數小於m。不管是用上述哪一種方法，解空間皆

會是一個一維以上的平面，使得模型四的目標函數值不為 0，於是模型四可修正如

模型五或模型六。 

 

〈模型五〉 

1
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=

∑  
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…

…

… 其中

 

 

〈模型六〉 

1
max    

m

j j
j

ρ η
=

∑  

( )

1

( )

1

s.t.      ( ) 0, 

          ( ) 0, 

          0 , 1, 2, ,  

m
r T t

j i i j s
j

m
r T t

i j i j s
j

j

e s k c i I

e k s p i I

U j m

η

η

η

− − +

=

− − +

=

 − − = ∈ 

 − − = ∈ 

≤ ≤ = …

∑

∑  

其中 sI 為{ }1, 2, ,  n… 的部分集合。 

 

模型五或模型六的解 jη ，  1, 2, ,  j m= … ，即可用來還原風險中立的機率測度

1 2( , , , )mQ q q q= … 。 


